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Abstrak

Penelitian tentang alga sebagai sumber energi alternatif masih terus dikembangkan. Model dinamika
modulasi energi cahaya dalam fotosintesis alga merupakan salah satu model pertumbuhan alga yang
mempertimbangkan pengaruh intensitas cahaya terhadap produktivitas Photosynthetic Unit (PSU).
Budidaya alga memerlukan biaya dan perawatan, sehingga diperlukan pengendalian agar diperoleh hasil
budidaya yang optimal. Dalam penelitian ini dilakukan pengendalian intensitas cahaya terhadap model.
Kemudian dianalisa kestabilan dari titik kesetimbangan model, serta keterkontrolan dan keteramatan
model. Prinsip minimum Pontryagin digunakan untuk menyelesaikan masalah kendali optimal pada model.
Selanjutnya dilakukan simulasi numerik dengan DOTcvpSB. Hasil analisa menunjukkan bahwa titik
kesetimbangan model bersifat stabil bersyarat, dan model bersifat terkontrol serta teramati. Hasil simulasi
numerik menunjukkan bahwa model dengan pengendalian intensitas cahaya menghasilkan PSU dalam
keadaan tidak aktif yang lebih sedikit dan membutuhkan energi yang lebih rendah daripada model tanpa
pengendalian.

Kata Kunci: alga, analisis kestabilan, kendali optimal, prinsip minimum Pontryagin, Photosynthetic Unit
(PSV).

Abstract

The study about algae as an alternative energy source have been developing. The dynamic modulation of
light energy model is one of algae growth model that considering the effect of light intensity to
Photosynthetic Unit (PSU) productivity. Algae cultivation requires cost and maintenance, thus we need
some control methods, in order to obtaining optimal harvest. This study discusses light intensity control in
algae growth model. Stability, controllability, and observability analysis of the model are also discussed in
this study. Pontryagin minimum principle is used to solve optimal control problem on the model. Then it
simulated by DOTcvpSB. Analitical results show that the equilibrium point of the model is conditional
stable, and the model is controlable and observable. The numerical simulation shows that the model with
light intensity control yields less inactive PSU and needs less energy than the model without light intensity
control.

Keywords: algae, optimal control, Pontryagin minimum principle, Photosynthetic Unit (PSU), stability
analysis.

PENDAHULUAN

Kebutuhan manusia akan sumber energi alternatif
semakin meningkat seiring dengan semakin menipisnya
sumber energi fosil. Mulai beberapa dekade terakhir, para
ilmuwan terus mengembangkan sumber daya energi
alternatif. Salah satu sumber energi alternatif yang
dikembangkan adalah alga. Alga dibudidayakan untuk
kemudian dimanfaatkan biomassa dan minyaknya.
Biomassa dan minyak dari alga kemudian diolah menjadi
biodiesel.

Berbagai model  matematika  dibangun  untuk
menggambarkan pertumbuhan alga. Eilers dan Peeters
(1988:199; 1993:113) membangun model matematika
untuk menggambarkan hubungan intensitas cahaya
terhadap fotosistesis dan fotoinhibisi pada pertumbuhan
fitoplankton. Dalam model Eilers-Peeters, dibahas
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pengaruh intensitas cahaya terhadap transisi keadaan
Photosynthetic Factories (PSF). Terdapat tiga keadaan
PSF, yaitu keadaan istirahat, keadaan aktif, dan keadaan
terhambat. PSF berada dalam keadaan istirahat jika sel
alga menangkap intensitas cahaya yang terlalu sedikit.
PSF yang berada dalam keadaan istirahat, dapat menjadi
aktif sewaktu-waktu. PSF menjadi aktif jika memperoleh
intensitas cahaya yang sesuai dengan kebutuhannya untuk
bertumbuh. Sedangkan jika PSF menangkap intensitas
cahaya yang terlalu banyak, maka PSF berada dalam
keadaan terhambat (Nauha dan Alopaeus, 2013: 559).

Model Eilers-Peeters kemudian digunakan oleh Wu dan
Merchuk (2001:3527) serta Marshall dan Huang
(2010:3865) untuk melakukan penelitian tentang
pertumbuhan alga dalam bioreaktor dengan pembatasan
cahaya. Dalam penelitian Wu dan Merchuck ditemukan
konstanta transisi PSF. Sedangkan dalam penelitian



eJournal Reaktom Volume 02 Nomor 01 Tahun 2017, 27-35

Marshall dan Huang, dilakukan simulasi pertumbuhan
alga dengan pembatasan cahaya dalam bioreaktor dengan
adukan yang homogen.

Papadakis  dkk. (2012:255) membangun  model
matematika untuk menggambarkan hubungan intensitas
cahaya terhadap fotoinhibisi dan proses pemulihannya
pada pertumbuhan alga. Model tersebut membahas
pengaruh intensitas cahaya terhadap transisi keadaan
Photosynthetic Unit (PSU). PSU adalah _struktur
fungsional paling sederhana dan paling minimum dari
aparat fotosintesis. Diasumsikan bahwa PSU terdiri dari
light harvesting complex (LHC), fotosistem, cytb6f, dan
ATPase.

cahaya Sterbuka cahaya
A
linier roduk roduk iklik
Stertutup pLEF pCEF Steriiup
cahaya Stidak akfi

Gambar 1. Empat Transisi Keadaan PSU Pada Model
Dinamika Modulasi Energi Cahaya dalam Alga
Fotosintetik

Gambar 1 mengilustrasikan bahwa terdapat empat transisi
keadaan PSU, yaitu PSU terbuka, PSU tertutup dan
melayani LEF, PSU tertutup dan melayani CEF, dan PSU
tidak aktif. LHC dari suatu PSU terbuka, Sierpuka

menyerap foton yang memadai untuk Kkegunaan
photochemical, kemudian PSU menjadi tertutup. Ketika
energi eksitasi dialokasikan ke LEF, keadaan PSU

linier

dinotasikan sebagai Stertytyp dan ketika dialokasikan ke

CEF, keadaan PSU dinotasikan sebagai Stﬂ'r‘t'lj't‘up. Dalam

kondisi fisiologi, suatu PSU tertutup menghasilkan
produknya dan menjadi terbuka. Namun, penyerapan
energi  yang berlebih oleh PSU vyang tertutup,
menyebabkan  kerusakan yang irreversible dan
menyebabkannya menjadi dalam keadaan tidak aktif,
Stidak akfi- Fotoinaktivasi dari suatu PSU fungsional

dapat terjadi pada suatu intensitas cahaya tampak atau
sinar UV ketika PSU fungsional tersebut dalam keadaan
Slinier

tertutup dan dibanjiri oleh sejumlah energi yang melebinhi

batas kemampuan pengaturan PSU. Pemulihan PSU yang
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tidak aktif menghasilkan PSU terbuka yang fungsional,
namun tidak ada produk yang dihasilkan.

Dinamika transisi keadaan PSU tersebut dimodelkan
dengan model matematika dinamika modulasi energi
cahaya dalam fotosintesis alga dinyatakan oleh sistem
persamaan (1)-(4).

ds . .

d_fz_(JLL+JLC)SO+kLSL+kCSC+kRSI1 1)

das, . )

d_tL= JuSo=uSL —kiS., 2

dSC -

— =, Sy — K-S 3
it JLed0 —Keoc, (3)

as, .

d_tIZJuSL_kRS| ] (4)

dengan Sg +S| +S¢ +95; =1

Sistem persamaan (1)-(4) menggambarkan transisi

keadaan PSU dari satu keadaan ke keadaan yang lain.
Secara berurutan, variabel keadaan So, S, Sc, dan S
merepresentasikan fraksi PSU dalam keadaan Sigppyka

PSU dalam keadaan St'é?tiﬁ{up PSU dalam keadaan

Ssiklik

tertutup PSU dalam keadaan

dan Stidak akfi-

jlu=pLiL/n. dan jic =pci /nc, mMmerepresentasikan
aliran jaringan dari energi eksitasi menuju LEF dan CEF,

sedangkan j, =pj./n; adalah aliran jaringan dari

foton-foton yang menuju LEF saat PSU tidak aktif.
jL =0Ac1/N adalah laju kedatangan proton, dengan o

adalah porsi foton yang tepat mengenai PSU, A: adalah

luas permukaan sel yang diberi pencahayaan, | adalah
intensitas cahaya yang diberikan sebagai nutrisi alga, dan
N adalah jumlah total PSU per sel. p., pc,p, adalah

probabilitas foton yang diserap oleh LEF, CEF dan saat
inaktif. n_,nc,n, adalah jumlah foton yang dibutuhkan

bagi suatu PSU untuk melayani LEF, CEF, dan untuk
menjadi tidak aktif. k. dan kc merepresentasikan laju
pengolahan produk dari LEF dan CEF, sedangkan kg
adalah laju pemulihan dari PSU yang tidak aktif menjadi
PSU fungsional.

Dalam pengaturan budidaya alga diperlukan biaya dan
perawatan. Oleh Kkarena itu, diperlukan pemahaman
perilaku dinamika pertumbuhan alga dalam bioreaktor,
yang dapat diketahui dengan menganalisis kestabilan titik
kesetimbangan pada model pertumbuhan alga. Selain itu,
diperlukan pula pengendalian proses budidaya alga agar
mencapai kondisi optimal, artinya dihasilkan produk yang
maksimal dengan biaya yang minimal. Untuk itu perlu
dibangun masalah kendali optimal pada model budidaya
alga. Salah satu metode untuk menyelesaikan masalah
pengendalian optimal adalah prinsip minimum Pontryagin
(Naidu, 2004:6).
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Dalam penelitian ini, dilakukan pengendalian dalam
model dinamika modulasi energi cahaya dalam
fotosintesis alga serta analisa kestabilan, keterkontrolan
dan keteramatan model. Selanjutnya dibahas mengenai
masalah kendali optimal serta penyelesaiannya. Kemudian
simulasi numerik dilakukan untuk mengetahui perbedaan
antara model dinamika modulasi energi cahaya dalam
fotosintesis alga sebelum dan sesudah dilakukan
pengendalian.

METODE

Pada bagian ini dibahas tentang metode yang digunakan
dalam penelitian ini. Langkah-langkah yang dilakukan
dalam penelitian ini adalah: (1) menentukan variabel
kendali pada model untuk membangun model matematika
dinamika modulasi energi cahaya dalam fotosintesis alga
dengan pengendalian; (2) menganalisis kestabilan titik
kesetimbangan dari model dengan pengendalian. Analisis
kestabilan dilakukan dengan menggunakan kriteria Routh-
Hurwitz; (3) mengecek matriks keterkontrolan dan
keteramatan ~dari model dengan pengendalian; (4)
membangun fungsi tujuan dalam masalah kendali optimal
pada model; (4) menyelesaikan masalah kendali optimal
dengan menggunakan prinsip minimum Pontryagin; (5)
melakukan simulasi numerik dari pada model dengan
kendali optimal dengan = menggunakan  toolbox
DOTcvpSB.

Kriteria Routh-Hurwitz

Misalkan persamaan karakteristik suatu sistem dinyatakan
oleh polinomial

a A" +a "t +a Al o+, A+a, =0.
Sifat kestabilan titik kesetimbangan sistem tersebut dapat
diketahui dengan menyusun tabel kriteria Routh-Hurwitz
berikut ini.

A a, a, a, . < baris pertama
Iy a, as : .. < baris kedua
a2 b, bs
20 C2 Cs
2 dy dy
A & €
2 f, O
A O
0
kolom pertama
Dengan
aa, —aya aa, — a5 —aya
b = 1zala03,b2: 14a1a0a5,b3= 1aea1a07,
¢ = bas —ab, = byas —aybs Gy = ba; —ab, ,
by by by

f = ly —the,
-
€

dan seterusnya.

Titik kesetimbangan sistem bersifat stabil jika tidak
terdapat perubahan tanda pada kolom pertama tabel
kriteria Routh-Hurwitz. (Brannan dan Boyce, 2011:382;
Robandi, 2009:107).

Keteramatan dan Keterkontrolan

Pengetahuan tentang keteramatan dan keterkontrolan
suatu sistem perlu dilakukan sebelum melakukan
pengendalian. Suatu sistem

«(t)= Ax(t)+Bult)

y(t)=Cx(t)

disebut terkontrol jika rank dari matrik keterkontrolan M
sama dengan matriks A, dan disebut teramati jika rank
dari matriks keteramatan M, sama dengan matriks A,

dengan
M.=|B AB AZB ... A"IB
dan

G

CA

2
Mo =| CA" | (Hsu, 1995:405; Robandi, 2009:95).
CA’H—l

Prinsip Minimum Pontryagin

Masalah kendali optimal terdiri dari tiga komponen
utama, yaitu model matematika, fungsi tujuan, dan syarat
batas serta kendala dari variabel state/kendali.

Misalkan model matematika diberikan oleh

x(t)=F(x(t)u(t)t),

dan fungsi tujuannya dinyatakan oleh
t
3=l bty )+ [ pthue) et
to

dengan syarat batas
X(to :O)ZXO, dan X(tf )=Xf y

dan kendala fisis
U_<ult)<U, dan X_<x(t)<X,.

Untuk menyelesaikan masalah kendali optimal dengan
prinsip minimum Pontryagin, diperlukan langkah-langkah
berikut ini (Naidu, 2004:69):
1) Bentuk fungsi Hamiltonian
H(x(t) u(t). A(t)t) = gx(t) ut).t) + A (x(t) ut)t)
2) Temukan kendali optimal u*(t)=h(x*(t) 2*(t)t)
dengan meminimumkan H terhadap u(t).
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e
ou )«

Substitusikan kendali optimal u*(t) ke dalam fungsi
Hamiltonian, sehingga diperoleh Hamiltonian
optimal.

H* (e (th (e (0 2* (Eht) 2+ (0)1)

Selesaikan persamaan diferensial state dan costate

x*(t) [aa_jj dan Z*(t):—(%l

dengan syarat awal dan akhir
P
ot t, oX xt,

DOTcvpSB

DOTcvpSB adalah suatu toolbox pada MATLAB yang
dapat digunakan untuk menyelesaikan masalah kendali
optimal secara numerik. Fokus toolbox DOTcvpSB adalah
pada  masalah-masalah  sistem  biologi.  Untuk
menyelesaikan masalah kendali optimal dengan toolbox
ini, perlu didefinisikan persamaan diferensial biasa, yang
mendeskripsikan sistem, fungsi tujuan, masalah waktu
awal dan akhir, kendala-kendala dari variabel, dan syarat
awal dan akhir. Toolbox ini juga dapat digunakan untuk
menunjukkan dinamika sistem tanpa optimasi (Hirmajer
dkk., 2009:199).

3)

4)

HASIL DAN PEMBAHASAN

Model Dinamika Modulasi Energi Cahaya dalam
Fotosintesis Alga dengan Pengendalian

Pada model matematika dinamika modulasi energi cahaya
dalam fotosintesis alga, faktor lingkungan atau eksternal
yang mempengaruhi pertumbuhan alga adalah intensitas
cahaya |, sehingga dapat dikatakan bahwa intensitas
cahaya mempunyai peran besar pada sistem yang
dinyatakan oleh persamaan (1)-(4). Dengan mengatur
intensitas cahaya sedemikian rupa akan diperoleh variabel
keadaan-variabel keadaan yang optimal pada sistem,
yakni PSU yang dalam keadaan terbuka (So), PSU yang
dalam keadaan tertutup dan linier (S.), PSU yang dalam
keadaan tertutup dan siklik (Sc) dan PSU yang dalam
keadaan tidak aktif (S;) yang optimal. Dengan demikian,
dapat diasumsikan bahwa intensitas cahaya dapat diatur
dengan memberikan variabel kendali pada sistem.
Misalkan variabel kendali pada sistem dinotasikan sebagai
u, vaitu faktor yang mempengaruhi besar Kkecilnya
intensitas cahaya yang diberikan, maka model matematika
pertumbuhan alga dalam pembatasan cahaya dengan
pengendalian dapat dinyatakan oleh persamaan (5)-(8).

(%)

ds . .
d_to = _U(JLL + JLC)SO +k S| +KeSe +kgSy,
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ds . .

d_tL =Uj So —Uj, S, -k S, (6)
ds .

d_tc =UjicSo —KeSc, (7)
ds .

_tlquLISL_kRSI . (8)

Dengan kendala O<u<U. Artinya, intensitas cahaya
dapat diperkecil sampai dengan hampir O dan dapat
diperbesar sampai dengan U kali I. Dengan U merupakan
nilai variabel kendali maksimal.

Dengan mengasumsikan bahwa yang diamati dalam
sistem adalah PSU yang sedang dalam keadaan tertutup,
yakni Si dan Sg, serta PSU yang dalam keadaan tidak aktif
Si, maka matriks. keluaran dari sistem (4)-(6) dapat
dinyatakan oleh C =[O 11 11 Dengan demikian sistem

(5)-(8) beserta keluarannya, dapat direpresentasikan dalam
bentuk state space (9)-(11).

%= Ax+BU, ©)
y=Cx. (10)
dengan

So “U(ju+ie) ke ke kr
NET. UL “Upy k. 0 0

Sc | UjLe 0 k¢ 0 |

S 0 Uj 0 -kp

(- i - Jic S0 (11)

i11So—i1S
B Ju _o JusL ,C:[O 11 11
JieSo

Just

Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan

Pada bagian ini, dianalisis titik kesetimbangan sistem (5)-
(8) untuk mengetahui perilaku solusi sistem. Titik
kesetimbangan sistem adalah

E:[ ujy,

"k +Ujy
dengan s=Sg.
Persamaan karakteristik dari sistem (5)-(8) adalah

Uiy S SJ
ke kR(kL “‘Ule)

apAt+ a2 +ay22 +agd+a, =0, (12)

dengan

ag =1,

aq =u(ji + jic + Ju )+ ke +ke +kg,

2 =u(ju + e Nuiu +ke +ke +kg )+ (Uiyy +k Nke +kg)
+Kckr —uky i —Uke jic,

ag =u(ju + i Muiny +ke Mke +kg)+kekg]
+ (Ui + ke kekg —UijLL(kc +kg)

—Ukchc(UjL| +k +kR)_u2kRjLLjLC:
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ag =u(ju + jrc NuiLr + ki kekr —Ukp juikeke

— ke jic (Ui +ki kg —UZkg i jicke-
Tabel kriteria Routh-Hurwitz dari persamaan karakteristik
(12) adalah sebagai berikut.

A4 £l az ay
2 a a3 0
aay — a
22 blz—li 2 b=a 0
y
ag —aa,
P b Sbl 134 0 0
Y dy=by =2, 0 0

ap dan a; bernilai positif. Oleh karena itu, titik
kesetimbangan sistem (5)-(8) bersifat stabil jika b, >0,
¢, >0 dan d; >0 . Sehingga diperoleh syarat kestabilan
titik kesetimbangan sistem (5)-(8) adalah aa, —a; >0,
bas —aa, >0 dan a, >0 . Dari perhintungan aa, —as,
diperoleh nilai
ady —ag = Us(jLCZjLI + e iu®+2iwdiciu + iu i )
+U3(jujn® JruPlice® + 2itc iu Jke +kg)
+U?{(jueire Mie + ke +2kg )+ Ljn ® + i ke +kR))
+ U (i i N2ke +kL +kg)
+u(j,_c(k,_2+2k|_kR +kR2)+ jLL(kC2+2kaR +kR2))
+Ujp (kc2 +2keky + 2k kg +4kckg +kg?
+ke2(k +kg )+ ki 2 (ke +kg )+ kg2 (ke +k, )
+4kck| Kg.
Dari perhitungan ba; —a;a, diperoleh nilai
brag —ayag = jio juiu®(2ke +kg )+ o juu®(ke +2kg)
+ jLcu(2kek, +2kckg +kgk, )
42 uky (ke +kg)—kckgk, .
Dan dari perhitungan a, >0, diperoleh syarat j; > jic-
Dikarenakan syarat aa, —ag >0 pasti terpenuhi, maka
titik kesetimbangan E bersifat stabil jika ba; —aa4 >0
dan j., > j.c. Artinya, jika bjag—aa, >0 dan j | > jc
maka perilaku solusi dari sistem setelah mencapai waktu

tertentu adalah konvergen menuju  nilai  Sg=s,
SL:L'-'-_S, SCZUJAS dan S, = Ul o
ke +Ujy ke kp (ky +uiyy)

Keterkontrolan dan Keteramatan Model

Matriks keterkontrolan dari sistem (9)-(11) dinyatakan
oleh

ki

ka4

K34

Kaa

ki3
ka3
ka3
Ka3

ki
koo
k32
Ka2

29

dengan

kip =—(i + Jic )So.

kip =u(ju + jic )*So + (i So — juSLKL +kc icSo
+KrjpiSe,

kiz =—(jLL +iLc )Solu(ju_ + e P ki +ke e +1)J
~(iSo = juSUMu(ive + jre ke +(uin +ko ke
—kguiys ]- jicSoke?” — juSukr[u(ice + e )+ k],

ki =u(j + iic )Solicke u(ive + e )+ke]
+u(jue + Jie i + Jie ) +kuju +ke e
+ jreluCive + iue ke +(uin +ko ke —kguiy |
+(jueSo = juSuukp u(ice + i P +ke i +keiic
+ Uiy ke Nu(iee + e K + Uiy +ko ke —kguiy ]
—ujp krlu(jie + e )+ kR ]l
+ jieSoke W2 (i + e P+ kb +Keujic
+u(jLL+jLC)kC +kc2
+juSikr(u®(iie + Jig ) +kuuiy +keuiic
+U(ji+ jic ke +kg”|

k21 =JuSo — JuSt,

Koz =—(jLL + irc JSouite —(Uin +ki XiLSo = juiSL)

Koz = (i + Jic JSouiec Ju(ive + jre )+ (Ujny +ki )]
+(jLSo — JuSu itk + (Ui +k )
+ JLcSouiLLke + JuSpUjL kg,

kog = _(jLL +iLc )SOujLL[u(jLL +]Le )[u(jLL + jLC)+UjLI +kL]
+ujicky + (Ui +kg ) +Ujcke
+(ieSo — iuSulkeviv [ uioe + e ) (in +k )l
—(uins +k ke + @i+ fru?in jucks
— jLcSouitcke [u(iie + Jie )+ (Ui +kp)+ke]
— juStuin kg [u(ine + juc )+ Wig +k)+kg],

k1= JLcSo, kaa = (i + Jic )SouiLc —keiicSo.

kas = (ju + jic SSouie[uliee + iic)+ke]
+(JLLSo — ju Su Uitk [+ iteSoluiLcke +kc2]
+JuSLUiLckR,

kga ==(jue + Jic Souite [u(ic + jue Nulie + ic)+kc]
+uj ke +uiteke +kc®
~(juSo — juSi Mite ke [u(ine + e )+kc]
+ (Ui + ke ke - Ui kg]
— jicSoke Ui [ui + jic )+ ke Jr ke uie +ke ]l
— juSckruige Ui + jic )+ ke +kr],

Kai=JuSL, ke =uiy (JueSo — juSL)—kriuSL,

ke =—(jiL + jic JSou?iu
= (i So = juSU)iu Uiy +ky)+ke ]+ juiSLks?,

Kaa = (iLe + e )Sou?die dur [u(iee + jre F (uin +ko)+ke]
+(iSo — JuSOin [uin + ko luiy +k)+ke]
+kpuje +kR2 + jLCSOkCUZjLI j

+ jLISLkR[UZjLI i — k%)
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Sedangkan matriks keteramatannya dinyatakan oleh

017 O O3 Opg
M, = 021 Oz 023 04

031 032 033 O34

041 042 043 Oupg
dengan

0;1=0, 010 =1 013=1 014=1

021 =UjL +Ujic, 022 =KL, 03 =—Kc, 024 =—Kg,

031 = (Ui +Ujic P —uji ke —UiLcke.

032 =Uji ki +(Uiny +k ) +uiicky —ujy (Ui +k +kg),

033 = ke[uiLL +Ujic +kel,

034 = kg [ujLL +Ujic +kg],

041 =Uj [u(jue + jre Julie + jic )+ Uiy +kg)=uiy ]
+uji K + (Ui + ke P diieke ]
+ujeulioe +ire Julivy + ive)+kc]
+uju ke —keuic +ke? J=u? i ju uig +ko)+ke],

042 ==k iy [u(ipe + e )+ (Ui +ku)]

— (Ui ke uiccke + (Ui +kL)2 +u%jy jukg
—ujic [k [u(ee + due )+ ke + Uiy +ke kg - ujykg]
+ujy g fkpuip g+ (i +ke flig +kL)+kR]+kR2]v

043 =~k [u(jie + jre )+ Uiy +ky )+ ke —uiy ]

—ke (i + Jie )ite +kelite +Ujicke +ke? |,

044 = —KeuivL [u(iie + e )+ (Ui + ki )+ ke]

e luline + iue )+ ke +kal+keluin i —ke?]

Ukuran dari matriks A adalah n = 4. Rank dari matriks M
dan matriks M, adalah 4. Dengan demikian sistem (9)-
(11) adalah sistem yang dapat dikendalikan dan dapat
diamati.

Masalah Kendali Optimal dengan Prinsip Minimum
Pontryagin

Masalah kendali optimal pada penelitian ini bertujuan
untuk  meminimalkan  energi  pencahayaan  dan
memaksimalkan pertumbuhan alga. Pertumbuhan alga
yang optimal diperoleh jika PSU menghasilkan produk
yang optimal. PSU yang menghasilkan produk adalah
PSU yang dalam keadaan tertutup, sedangkan PSU yang
dalam keadaan tidak aktif tidak menghasilkan produk.
Sehingga dapat dikatakan bahwa tujuan dari masalah
kendali optimal pada penelitian ini adalah meminimalkan
energi pencahayaan dan PSU yang dalam keadaan tidak
aktif. Dengan demikian, fungsi tujuannya dapat dituliskan
secara matematis oleh persamaan (13).

ty
min J = J.(%uz +S, jdt .
to

Dengan D merupakan bobot pengendalian. Dengan
menerapkan prinsip minimum Pontryagin pada masalah

(13)
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kendali optimal yang dinyatakan oleh sistem (5)-(8) dan
fungsi tujuan (13), maka diperoleh hasil sebagai berikut:
1) Fungsi Hamiltonian

H =9u2+s,
2
+ﬂl(_u(jLL + ch)So +k Sy +KeSe +kRSI)
+22(Uj|_|_so —Uj, S, _kLSL)
+A’3(ujLCSO _kCSC)+ﬂ“4(ujLISL _kRSI)'
Kendali optimal

(h—A)itiSo +(h —4)iLcSo + (A = Aa)iLiSL
D

Fungsi Hamiltonian optimal
. (/11 —244 +122)ju_2302
+ 2%~ Ay — Iy + /12/13)1LL jieSo’
+2ads — A - 25 +/12/14)J'L| JLeSoSL
+ (/112 — 20 + 23 )J Lc’So’
+2( Al = AyAy — A a + Aa2a) it JLcSoSL
+ (,122 — 2004+ /142)j|_| 2, &
+S) +AlkySy +keSe +KrS) ) Aok St
—A3KeSc — A4KRS)
Persamaan diferensial state dan costate optimal

1 ; i
Qv [(ﬂz ~20)iu’So” + (1~ 4)ic?So”

(14)

2)

u*=

(15)
3)
H *

(16)

4)

(—24+ 43+ 4L itcSo”
+(A4 = &)L JuSoSt
+( = 22)ju jLc SoSL+kL S +keSc
+kgrS;,

(17)

S :B[(/ll %)t *S0” + (A 45 )iLL iteSo
+ (=4 +2% = Za)iv jLLSoSL

+ (43— )it iLcSoSL+ (Aa = 4 )iy ZSLZ]
— kLSL'

(18)

1 . o .

B[(ﬂl ~Z)iiL iLcSo® +(h —2)iLc*So”

+(% = 24)ju1 jrcSoSt ] -kcSc.

: 1 - .

S :B[(ﬂ»l ~ )i JuSoSL + (= A4)jii %S, 2
+ (4 =43)iL1 icSoSL]-krS:

: 1 >

A= 22 20 402 %56

i 2(312 — A3 — My + A3 )jLL JicSo

+\ldp = Ay = 2% + 2y )iy JLLSL

+ /112 - 2)4/13 + /132 )J LCZSO

+ (Mg = My = Ap23 + 2324 )iLy jLcSL)

1 2
A = D [(/11/12 =y ="+ Ay )Ju JLSo

+(MAp — My — Ap23 + Z3Aq)ivt jLcSo
2 =220 + 242 Ji0s %5+ (g - 2k

(19)

(20)

(21)

(22)
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Ag= (2~ Auke.

Ag =1+ (A4 — 24 kg,
Dengan syarat awal
So(0) =Soq

SLO) =Sy,

Sc(0) =S¢y
$1(0)=Sq,

dan syarat akhir
A(ts) =0,
Z(ts)=0,
A(ts)=0,
A4(t)=0.

Solusi dari persamaan diferensial state dan costate yang
dinyatakan oleh persamaan (17)-(26) merupakan sistem
yang sulit diselesaikan secara analitik. Oleh karena itu
digunakan DOTcvpSB untuk menyelesaikannya secara
numerik.

(23)
(24)

(25)

(26)

Simulasi Numerik

Pada bagian ini dibahas solusi numerik dari masalah
kendali optimal. Nilai-nilai parameter yang digunakan
dalam simulasi numerik diambil dari penelitian Papadakis
dkk. (2012:256). Nilai-nilai parameter tersebut disajikan
dalam Tabel 1.

Tabel 1. Nilai Parameter Estimasi Pada Model
Pertumbuhan Alga

Parameter Nilai (Satuan)
a 0.88 ()
o 1.18 (um?)
oL 0.4364 (-)
e 0.0595 (-)
2 0.3842 (-)
n, 1.33 x 10°° (amol photon)
ne 2.0 x 10 (amol photon)
n, 1.67 x 10 (amol photon)
k. 0.95 (s
ke 15(sY)
Ke 0.0006 (%)
i 9.44 x 107 (u’molhvsel/sPSU)
N 5 x 107 (PSU/sel)

| 40 (umolhv/m?s)

Simulasi numerik sifat kestabilan titik kesetimbangan
sistem persamaan (5)-(8) yang ditunjukkan pada Gambar
2, memiliki kondisi awal Sg(0)=0.4, S, (0)=0.1,

Sc(0)=0.4, dan S,;(0)=0.1. Dengan kata lain, pada awal

Variabel-variabel state
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budidaya mikroalga, fraksi PSU terbuka adalah 40 persen,
fraksi PSU yang melayani LEF adalah 10 persen, fraksi
PSU yang melayani CEF adalah 40 persen, dan fraksi
PSU yang tidak aktif adalah 10 persen. Parameter yang
digunakan pada simulasi numerik, memenuhi syarat
kestabilan, yaitu aliran jaringan PSU inaktif ( j,, ) lebih

besar daripada aliran jaringan menuju CEF ( j.c). Oleh

karena itu, titik kesetimbangan bersifat stabil. Hal ini
terlihat pada Gambar 2.

Gambar 2 merupakan perilaku solusi numerik dari sistem
(5)-(8). Pada Gambar 2 terlihat bahwa perilaku solusi
numerik setelah melewati waktu tertentu, konvergen
menuju nilai Sp = 0.8939000, S, =0.0035780,

Sc =0.0003881, S, =0.1021000. Artinya,

melewati waktu tertentu, fraksi PSU yang dalam keadaan
terbuka adalah konstan sebesar 89 persen, PSU yang
dalam keadaan tertutup dan melayani LEF adalah konstan
sebesar 0,4 persen, PSU yang dalam keadaan tertutup dan
melayani CEF adalah konstan sebesar 0,04 persen, dan
PSU yang dalam keadaan tidak aktif adalah konstan
sebesar 10 persen. Hal ini mengindikasikan bahwa titik
kesetimbangan dari sistem persamaan (5)-(8) bersifat
stabil.

setelah

0.9

s PSU terbuka
0.8

== PSU tidak aktif

/

0.7

= PSU tertutup linier
= PSU tertutup siklik

0.6

0.5

0.4

03

02 \

01

~—

——

\
5

0 0.

0

iy 15 2 215} 3

Waktu

Gambar 2. Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem (5)-(8)

35 4 4.5

Gambar 3 menunjukkan perilaku sistem tanpa adanya
pengendalian intensitas cahaya. Sedangkan Gambar 4
menunjukkan  perilaku  sistem  dengan  adanya
pengendalian intensitas cahaya. Gambar 3 dan Gambar 4
diperoleh  dengan  menggunakan  kondisi  awal
So(0)=0.3, S, (0)=03, Sc(0)=03, dan S;(0)=0.1.
Pada Gambar 3, fraksi-fraksi PSU memiliki nilai akhir
So(ts) =0.78320, S (t;) =0.04613, Sc(t¢)=0.01623, dan

S| (t;) =0.1545, dengan fungsi objektif bernilai 1.271.

Sedangkan pada simulasi numerik dengan pengendalian,
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yang ditunjukkan oleh Gambar 4, diperoleh nilai akhir
dari fraksi-fraksi PSU So(ts) =0.79302020,

S, (ty) =0.04044728, Sc(ty) =0.01539212, dan

12

0.8

0.6

0.4

0.2

12

0.8

0.6

0.4

0.2

S| (t;) =0.1511404, dengan fungsi objektif bernilai pengendalian,
1.042236. Simulasi numerik dilakukan beberapa kali dengan kondisi
awal yang berbeda. Hasil simulasi numerik tersebut
F F disajikan dalam Tabel 2. Dari Tabel 2 terlihat bahwa
— PSU terbuka . .
— PSU tertutup lnier dengan adanya pengendalian, pertumbuhan mikroalga
m— PSU tertutup siklik T - . -
— PSU tidak aktit mengalami  peningkatan jumlah PSU terbuka, dan
e Fungsi objektif B . .
- penurunan jumlah PSU tertutup, PSU tidak aktif, dan
/ fungsi objektif.
/_/,- Tabel 2. Perbandingan Nilai-Nilai Variabel State pada
//, Model Pertumbuhan Alga dengan. Pengendalian dan
yd Tanpa Pengendalian
// / » = Nilai Akhir
7 Kondisi Nilai Awal Tanpa Dengan
/ Kendali Kendali
So=0.4 So = 0.5519 So = 0.5616671
S ——
— S =01 S, =0.02239 S, =0.01578361
0 0.2 0.4 0.6 0.8 Walkm 12 1.4 1.6 1.8 2 I SC = 01 SC — 000593 SC - 0005205153
Gambar 3 Solusi Numerik Pertumbuhan Alga Tanpa S,=0.4 S,=0.4198 S, = 0.4173441
Pengendalian Intensitas Cahaya Eungsi B PCsi
Objektif=0  Objektif=1.825  Objektif = 1.58809
! ! So=0.3 So = 0.6192 So = 0.6278362
m— PSU terbuka
— ertutup linier
i 5.=0.2 S.=0.0331 S =0.02779159
s PSU tidak aktif
e FUNgsi objektif I Sc =0.2 SC =0.01099 Sc =0.01027592
/// $=03 S, = 0.03367 S, = 0.3340963
Fungsi Fungsi Fungsi
Objektif =0 Objektif=1.648  Objektif = 1.3994
—/—’- — — o~
— So=03 So = 0.7832 So = 0.7930202
7 S =03 S, =0.04613 S = 0.04044728
// / " Sc=03 Sc =0.01623 Sc = 0.01539212
/ S=0.1 S1=0.1545 S/=0.1511404
% Fungsi Fungsi Fungsi
/ ﬁ"\ i if = i if = i if =
i Objektif=0  Objektif=1.271  Objektif = 1.04224
0 0.2 0.4 O.rG 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
Wakdu PENUTUP
Gambar 4 Solusi Numerik Pertumbuhan Alga dengan Simpulan

mencegah PSU berada dalam keadaan tidak aktif dengan
energi yang seminimal mungkin. Artinya, hasil panen dan
energi yang dibutuhkan untuk budidaya mikroalga dengan
pengendalian  lebih  optimal dibandingkan  tanpa

Pengendalian Intensitas Cahaya

Dari perbandingan grafik pada Gambar 3 dan Gambar 4
diketahui bahwa dengan adanya pengendalian, fraksi PSU
terbuka mengalami peningkatan, sedangkan fraksi PSU
yang melayani LEF dan CEF, fraksi PSU tidak aktif
serta fungsi objektif mengalami penurunan. Dengan kata
lain, adanya pengendalian pada model pertumbuhan
mikroalga mengakibatkan jumlah PSU yang dalam
keadaan aktif meningkat, sedangkan jumlah PSU dalam
keadaan tidak aktif menurun. Hal ini disebabkan oleh
optimasi yang dilakukan pada model berusaha untuk
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Berdasarkan pembahasan,

diketahui

bahwa model

pertumbuhan alga dapat dikendalikan dengan cara
mengatur intensitas cahaya yang diberikan saat budidaya.
Titik kesetimbangan sistem bersifat stabil dengan syarat
aliran jaringan PSU inaktif lebih besar daripada aliran
jaringan menuju CEF. Masalah kendali optimal dalam
model tersebut dapat diselesaikan menggunakan prinsip
minimum Pontryagin dan software DOTcvpSB. Dari
simulasi numerik dapat diketahui pula bahwa hasil
budidaya dengan pengendalian, mengalami peningkatan
dibandingkan hasil budidaya tanpa adanya pengendalian.
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Selain itu, adanya pengendalian mampu meminimumkan
energi yang diperlukan saat budidaya.

Saran

Model yang digunakan dalam penelitian selanjutnya dapat
dikembangkan dari model pertumbuhan alga fotosintetik
dengan menambahkan pengaruh suhu, karbon, atau nutrisi
lainnya. Dalam penelitian selanjutnya dapat digunakan
metode lain untuk menyelesaikan masalah kendali optimal
pada model, seperti Model Predictive Control (MPC),
robust control, dan lain sebagainya. Selain itu, dapat
dilakukan dengan menambahkan gangguan (disturbance)
dalam melakukan simulasi.
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